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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Απόδειξη Θεωρήματος σελ. 111 στο σχολικό 

 

Α2. Ορισμός σελ. 104 στο σχολικό 

 

Α3. Διατύπωση Θεωρήματος Bolzano σελ. 74 στο σχολικό 

 

Α4. α) Ψευδής  

β) Για τη συνάρτηση   �� ! =    ισχύει    lim&→(   �� ! = lim&→(  = 0  

ενώ το   lim&→(   )
*�&! = lim&→(   )

&   ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ,  

επειδή   lim&→(+   )
& = +∞   ,     lim&→(/    )

& = −∞       
 

Α5.  α) Σωστό 

β) Σωστό 

γ) Λάθος 

 

 

  

ΠΑΛΑΙΟ 
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ΘΕΜΑ Β 

  �� ! = 1&2)
&31       ,         ∈ 5 − 638 

Β1. Για κάθε        ) ,  9 ∈ : = 5 − 638    με 

�� )! = �� 9! ⟹ 

3 ) + 1
 ) − 3 = 3 9 + 1

 9 − 3 ⟹ 

�3 ) + 1! �  9 − 3! = �3 9 + 1! �  ) − 3! ⟹ 

3 ) 9 − 9 ) +  9 − 3 = 3 ) 9 − 9 9 +   ) − 3 ⟹ 

−10 ) = −10 9 ⟹ 

 ) =  9 

Άρα η  �  είναι  1 − 1,  άρα η  �  αντιστρέφεται, δηλαδή ορίζεται 

 η συνάρτηση �3) ∶   ��:! → : 

 

Β2. Έστω  > = �� ! ⟺ 

> = 3 + 1
 − 3 ⟺ 

>� − 3! = 3 + 1 ⟺ 

> − 3> = 3 + 1 ⟺ 

> − 3 = 3> + 1 ⟺ 

�> − 3! ∙  = 3> + 1    (1) 

 

 Αν > − 3 = 0 ⟺ > = 3  τότε  (1) ⟺ 0 ∙  = 10   Αδύνατη 

 

 Αν > − 3 ≠ 0 ⟺ > ≠ 3   τότε  (1) ⟺  = 1B2)
B31  

 

Άρα ��:! = 5 − 638  είναι το πεδίο ορισμού της  �3)   

 

και  �3)�>! = 1B2)
B31                ,      > ∈ 5 − 638 

 

δηλαδή,  �3)� ! = 1&2)
&31       ,       ∈ 5 − 638 
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Οι συναρτήσεις  �  ,   �3)  είναι ίσες επειδή έχουν : 

 Ίδιο πεδίο ορισμού το  C = 5 − 638 

 

και 

 

 Ισχύει �� ! = �3)� ! = 1&2)
&31      ,     ∀ ∈ : = 5 − 638 

 

Β3.  ∀ ∈ 5 − 638  ισχύει  �3)E�� !F =  */GH*IJJK 

 �E�� !F =  ⟺ 

��L�!� ! =   

Β4.  lim&→3 GM
  N �� ! ∙ OP )

1&2)Q =  lim&→3 GM
   N1&2)

&31 ∙ OP )
1&2)Q = 

lim
&→3 )1

  R 1
 − 3  ∙ S�3 + 1! ∙ OP 1

3 + 1TU = − 3
10 ∙ 0 = 0 

 

Αφού  lim&→3 GM
  )

&31 = )
3 GM31 = )

3 GM 3 VM
=    GG

3 GW
M

= − 1
)( 

 

και   lim&→3 G
 M

X�3 + 1! ∙ OP 1
3 +1Y = 0  επειδή   

 

∀ ≠ 3)
1      ισχύει    Z�3 + 1! ∙ OP )

1&2)Z = |3 + 1| ∙ ZOP )
1&2)Z ≤ 

≤ |3 + 1| ∙ 1 = |3 + 1| 
 

Άρα Z�3 + 1! ∙ OP )
1&2)Z ≤ |3 + 1| ⟺ 

−|3 + 1| ≤ �3 + 1! ∙ OP 1
3 + 1 ≤ |3 + 1| 

Όπου  lim&→3 GM
 |3 + 1| = Z3 ∙ N3)

1 Q + 1Z = |−1 + 1| = 0 

και  lim&→3 GM
 E−�|3 + 1|!F = 0 
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άρα από το κριτήριο παρεμβολής ισχύει: 

lim
&→3 )1

  R�3 + 1! ∙  OP 1
3 + 1U = 0 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1.  OP] = ^_έa^abc dάfgbh
i_jbgίajil^     mno] = _pjldgίqgah dάfgbh

i_jbgίajil^  

   OP] = rs
tr       mno] = ts

tr   

  OP] = rs
)        mno] = ts

)   

  OP] = uv     mno] = wv   

 

Άρα ux = 2uv = 2OP]   Άρα Cv = Cw + wv = 1 + mno] 

 

Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

 

y�]! = ux ∙ Cv
2 = 2 ∙ OP]�1 + mno]!

2   =  OP]�1 + mno]! ,      ] ∈ �0 , z!   
 

 

Γ2.  Η συνάρτηση Ε(θ) είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής) στο 

διάστημα �0 , z!  με 

y′�]! = �OP]!|�1 + mno]! + OP]�1 + mno]!΄ = 

= mno] ∙ �1 + mno]! + OP]�−OP]! = 

= mno] + mno9] − OP9]= 

= mno] + mno9] − �1 − mno9]! = mno] + mno9] − 1 + mno9] = 

= 2mno9] + mno] − 1    ,     ] ∈ �0 , z! 

 

 

y′�]! = 0 ⟺ 2mno9] + mno] − 1 = 0 

Θέτω } = mno]    ,   ] ∈ �0 , z!    άρα   −1 < mno] < 1 ⟺ −1 < } < 1 
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Άρα 2}9 + } − 1 = 0 ⟺ } = � )
9                               ����ό

−1                  Cz���ίz����� 

Άρα y′�]! = 0 ⟺ mno] = )
9

f∈�( ,_!IJJJK ] = _
1 

και  2}9 + } − 1 > 0 ⟺ } < −1   ή   } > )
9 

δηλαδή y|�]! > 0 ⟺ 2mno9] + mno] − 1 > 0 ⟺ mno] > )
9 ⟺ 0 < ] < _

1 

 

Η συνάρτηση y′�]! είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα �0 , _
1 ] και γνησίως 

φθίνουσα στο [_
1 , z! 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η συνάρτηση y�]! είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα �0, _
1] και γνησίως 

φθίνουσα στο διάστημα [_
1  , z! 

Άρα η y�]! παρουσιάζει ολικό μέγιστο στη θέση ] = _
1 

 

 

Γ3.  

 Στο διάστημα C) = �0, �
1]  η y�]! είναι συνεχής και ↑ άρα έχει αντίστοιχο 

σύνολο τιμών το :  

 

y�C)! = � limf→(+ y�]! ,   y Nz
3Q] = �0, 3√3

4 ] 

 

Όπου: limf→(+ y�]! = limf→(+[�1 + mno]! ∙ OP]] = �1 + mno0! ∙ OP0 

o+
Ε'  θ 

Ε  θ

0 π/3

ΟΛ.ΜΕΓ

θ π
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 = �1 + 1! ∙ 0 = 0 

 

και y N_
1Q = N1 + mno _

1Q ∙ OP _
1 = N1 + )

9Q ∙ √1
9 = 1

9 ∙ √1
9 = 1√1

�  

 

 Στο διάστημα C9 = [_
1  , z!  η y�]! είναι συνεχής και ↓  άρα έχει 

αντίστοιχο σύνολο τιμών το :  

 

y�C9! = � limf→_/ y�]! ,   y Nz
3Q] = �0 , 3√3

4 ]  
όπου limf→_/  y�]! =  limf→_/  ⌈�1 + mno]! ∙ OP]⌉ = �1 + mnoz! ∙ OPz = 

 = �1 − 1! ∙ 0 = 0 

Αφού 
1
� ∈ y�C)!   ,   1

� ∈ y�C9!   και    y�]! είναι γνήσια  μονότονη σε 

καθένα από τα διαστήματα C) , C9,  ισχύει ότι υπάρχει ακριβώς  

ένα ]) ∈ N0, _
1Q  ώστε y�])! = 1

�  και ακριβώς ένα ]9 ∈ N_
1  , zQ  ώστε 

y�]9! = 1
� 

Είναι ]) ≠ _
1  και  ]9 ≠ _

1  αφού y N_
1Q ≠ 1

� 

Άρα υπάρχουν ακριβώς δύο ίδιες γωνίες ]) , ]9  με 0 < ]) < _
1 < ]9 <  z  

για τις οποίες το εμβαδόν Ε(θ) του τριγώνου Cux ισούται με  
1
� 

 

 

Γ4.  Θ.Μ.Τ για  ���! στο διάστημα  X�� , �
�Y ⊆ ��, �

� ]   
Η συνάρτηση y�]! είναι παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής) στο X]) , _

1Y άρα 

υπάρχει τουλάχιστον ένα �) ∈ N]) , _
1Q  ώστε  y|��)! = � N�

MQ3��fG!
�
M 3 fG ⟹ 

⟹ N_
1  −  ])Q ∙ y|��)! = y N_

1Q − 1
�    (1) 
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Θ.Μ.Τ για  ���! στο X�
� , ��Y  ⊆ [ ��  , � !  

Η συνάρτηση y�]! είναι παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής) στο X  _1  , ]9 Y άρα 

υπάρχει τουλάχιστον ένα �9 ∈ N_
1  , ]9 Q  ώστε y|�]9! = �N �M Q3��f !

�
M3f  ⟹ 

⟹ N_
1 − ]9Q y|�]9! = y N_

1Q − 1
�    (2) 

 

Από (1) και (2) έχουμε ότι υπάρχουν  �), �9 ∈ �0, z!  ώστε  

Nz
3  −  ])Q ∙ y|��)! = Nz

3  −  ]9Q ∙ y|��9! 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  Η συνάρτηση �� ! =  ∙ ¡¢ − ln�¤ !  ,  > 0  , ¤ > 0  είναι παραγωγίσιμη 

(άρα και συνεχής) στο �0, +∞!  με  

�|� ! = � !| ∙ ¡¢ +  �¡¢ !| − �ln�¤ !!| = 

= ¡¢ +  ∙ 1
 − 1

¤ ∙ �¤ !| = 

= ¡¢ + 1 − 1
¤ ∙ ¤ = ¡¢ + 1 − 1

     ,    > 0 

 

Το  = 1 είναι προφανής ρίζα της εξίσωσης 

                      

                                          �|� ! = 0   ��|�1! = ¡¢1 + 1 − 1 = 0! 

�||� ! = )
& + )

&  > 0  ,   ∀ ∈ �0, +∞!  άρα �′ ↑ στο �0, +∞! 

   

> 0    > 0  

Άρα το  = 1 είναι η μοναδική ρίζα της 

εξίσωσης �′� ! = 0 

Λύνω την ανίσωση �|� ! > 0 ⟺ 

�|� ! > �|�1! *¥↑IK 

 > 1 

 

x o
o

o+
+

0

ΟΛ.ΕΛ

f

f '

1

f (1) =- lnλ
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Η συνάρτηση � είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα �0, 1] και γνησίως 

αύξουσα στο [1, +∞]. Η � παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στη θέση  = 1  

το �̈ ©ª = ��1! = ¡¢1 − ¡¢¤ = −¡¢¤ 

 

Το σημείο του ακρότατου της � είναι το � , >! = �1, −¡¢¤!, ¤ ∈ �0, +∞! 

Άρα «  = 1                                                      > = −¡¢¤ ,     ¤ > 0      , ά��     > ∈ 5. 
Άρα έχουμε το σημείο �1, >!  , > ∈ 5 . 

Επομένως, καθώς το λ μεταβάλλεται στο �0, +∞! ,το σημείο � , >! = �1, −¡¢¤! 

κινείται στην κατακόρυφη ευθεία  = 1 

          

Δ2. Για να ισχύει  & ≥ ¤    ,   ∀ ∈ �0, +∞!      , ¤ > 0 ⟺    
¡¢� &! ≥ ln �¤ ! ⟺ 

 ¡¢ − ln �¤ ! ≥ 0 ⟺ 

�� ! ≥ 0    ,      ∀ ∈ �0, +∞! 

Πρέπει ισοδύναμα να ισχύει �̈ ©ª ≥ 0 ⟺ −¡¢¤ ≥ 0 ⟺ 

¡¢¤ ≤ 0 ⟺ 

¡¢¤ ≤ ¡¢1 ⟺ 

¤ ≤ 1 

Άρα η μεγαλύτερη τιμή του ¤ > 0 είναι το ¤ = 1 

 

Στα ερωτήματα Δ3, Δ4 είναι ­ = � 

Δ3. Η συνάρτηση ®� ! =  & = ¯&∙°ª&     ,      ∈ �0, +∞!  είναι παραγωγίσιμη  

στο �0, +∞! με  

®|� ! = ¯&∙°ª& ∙ � ∙ ¡¢ !| =  & ∙ �� !| ∙ ¡¢ +  ∙ �¡¢ !|! = 

=  & ∙ S¡¢ +  ∙ 1
 T =  & ∙ �¡¢ + 1!    ,      ∈ �0, +∞! 

Το σημείο 0�0,0! δεν ανήκει στη ±² αφού ³ ∈ :® = �0, +∞! 

Η εφαπτομένη της ±² σε σημείο της  � ( , ®� (!!  με  ( > 0  έχει εξίσωση  

> − ®� (! = ®′� (! ∙ � −  (!     (1) 
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Η εφαπτομένη αυτή για να διέρχεται από το 0�0,0! πρέπει από (1) να ισχύει  

0 − ®� (! = ®′� (! ∙ �0 −  (! ⟺ 

®� (! = ®|� (! ∙  ( ⟺  (&W =  (&W�¡¢ ( + 1! ∙  (
: &W´Wµ(IJJJJK 

1 = �¡¢ ( + 1! ∙  (
: &Wµ(IJJK ¡¢ ( + 1 = 1

 ( ⟺ 

¡¢ ( + 1 − 1
 ( = 0 ⟺ �|� (! = 0 ¶).⇔  ( = 1 

Άρα από (1) η εξίσωση της μοναδικής εφαπτομένης της ±² που διέρχεται 

από το 0�0,0! είναι > − ®�1! = ®′�1!� − 1! ⟺ 

  > − 1 = 1 ∙ � − 1! ⟺ 

  > =   

Δ4.  Συνάρτηση ℎ� ! = « &    ,      > 0           1       ,      = 0           ¹O¤.  ℎ� ! = «®� !      ,        > 0       1             ,       = 0        
Πεδίο ορισμού C = [0, +∞! 

i)  

 Για  > 0  η συνάρτηση ℎ� ! =  & = ®� !  είναι συνεχής  

(ως παραγωγίσιμη) 

 

 Στο  ( = 0 είναι ℎ�0! = 1 και lim&→(   ℎ� ! = lim&→(+  & = lim&→(+ ¯&∙°ª&  = 

 

  = limº→( ¯º = ¯( = 1 

 

  » =  ∙ ¡¢  

 

 lim&→(+ � ∙ ¡¢ ! = 

 

lim&→(+   ¡¢ 
1 

  N−∞
+∞Q = lim&→(+   �¡¢ !′

N1 Q ′ = 

= lim&→(+   
1 −1 9

= lim&→(+   ¼− 9
 ½ = 

 

 lim&→(+  �− ! = 0 

 

 

Επομένως, lim&→(  ℎ� ! = ℎ�0!  , άρα η ℎ είναι συνεχής και στο  ( = 0 ,άρα η ℎ 

είναι συνεχής σε όλο το [0, +∞! . 
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ii) ¾ ℎ�1 − ¿! À¿)
( = − ¾ ℎ�»! À»(

) = ¾ ℎ�»! À»)
(  

 

 

 

 

 

 

 

 

Θεωρώ τη συνάρτηση Á� ! =  9(9( ∙ X3 − 2 ¾ ®�¿! À¿9
) Y + �1 −  ! ¾ ℎ�1 − ¿! À¿)

( = 

  =  9(9( ∙ X3 − 2 ¾ ®�¿!À¿9
) Y + �1 −  ! ∙ ¾ ℎ�»! À»    ,      ∈ [0,1])

(  

κι αρκεί να δειχτεί ότι η εξίσωση Á� ! = 0 έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο διάστημα �0,1! 

 

 

 Η Á� ! είναι συνεχής στο  [0,1]  ως πράξεις των συνεχών  9(9(   , 1 −    

(πολυωνυμικές) και 3 − 2 ¾ ®�¿!À¿    ,      ¾ ℎ�»! À»)
(

9
)    (σταθερές) 

 

 Á�0! = ¾ ℎ�»!À» > 0)
(    αφού  ℎ�»! > 0  ,   ∀ ∈ [0,1]   με ℎ συνεχής στο [0,1] , 

 άρα ¾ ℎ�»!À» > 0)
(   

 

 Á�1! = 3 − 2 ¾ ®�¿!À¿ < 09
)   αφού  από Δ2. ισχύει (εφόσον ¤ = 1)  

 

ότι   & ≥    , ∀ ∈ [1,2] ⟺ 

 

 

 

ln�  ! ≥ ¡¢ ⟺  ∙ ¡¢ − ¡¢ ≥ 0 ⟺ �� ! ≥ 0  ,  όπου το   =   ισχύει μόνο για  = 1 (η μοναδική θέση ολ. ελαχίστου της �). Αφού είναι  & ,    συνεχείς στο 

[1,2] (ως παραγωγίσιμες) ισχύει ότι :  

  

» = 1 − ¿ 

¿ = 1 − » 

À¿ = −À» 

Για ¿ = 0  είναι  » = 1 

Για ¿ = 1  είναι » = 0 
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Â    À >9
)

Â   À ⟹ Â ®�¿! À¿ > Ã 2
2 Ä

2
⟹2

1
9

)
 

 

Â ®�¿! À¿ > 2 − 1
2 ⟹ Â ®�¿!À¿ > 3

2 ⟹9
)

9
)

 

2 Â ®�¿!À¿ > 3 ⟹ 3 − 29
)

Â ®�¿!À¿ < 09
)

 

 

Άρα Á�0! ∙ Á�1! < 0 , επομένως από Θεώρημα Bolzano υπάρχει στο διάστημα �0,1! τουλάχιστον μία ρίζα για την εξίσωση Á� ! = 0 
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