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ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
Γ΄ ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΙ ΕΠΑΛ (ΟΜΑ∆Α Β΄) 
∆ΕΥΤΕΡΑ 2 IOYNIOY 2014 - ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 
 
Α.1 Σχολικό βιβλίο σελίδα 251 
Α.2 Σχολικό βιβλίο σελίδα 273 
Α.3 Σχολικό βιβλίο σελίδα 150 
Α.4 α  Λ  β  Σ  γ  Σ  δ  Σ  ε  Λ 
 
ΘΕΜΑ Β 
 

Β.1  2
2 z z z i 4 2i 0       (1) 

 Θέτω  z=x+yi  με x,y R  οπότε 
2 2 2z x y    και  z z 2x   

2 2 2 2 2 2

2 2 2

:2

(1) 2(x y ) 2xi 4 2i 0 x y xi 2 i 0 (x y 2) (x 1)i 0

x y 2 0  y 1 0 y 1

και     

x 1 0 x 1 x 1

                 

       
      
      

  
Οι λύσεις της εξίσωσης (1) είναι: 1 2z 1 i  ,   z 1- i    

 
Β.2 

 
  

3939 392 3939 2
39 31

2

1 iz 1 i 1 2i i 2i
ω 3 3 3 3 3 3 i 3 i 3i

z 1 i 1 i 1 i 1 1 2

                                         
  
 
Β.3 

 
1 2

2 2

u w 4z z i

u 3i 4(1 i) 1 i i

u 3i 3 4i u 3i 3 4 u (0 3i) 5

    

      

          

 

  
Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του u είναι ο κύκλος με κέντρο 
Κ(0,3) και ακτίνα R=5 
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ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ.1 xh(x) x ln(e 1) ,    x R      παραγωγίσιμη στο R  

 αφού x xx  ,   e 1  ,    ln(e 1)    παραγωγίσιμες στο R  

 με   
x

x
x x

e 1
h'(x) x ln(e 1) ' 1 0, άρα  h

e 1 e 1
      

 
  στο R 

  

 και h'  παραγωγίσιμη στο R με   
 

x

2x x

'
1 e

h''(x) 0  ,  x R
e 1 e 1

         
   

αφού ex > 0  ,   x 2(e 1) 0 , x R    . Άρα h'  στο R ,  άρα h κοίλη στο R. 
 

Γ.2 h(2h '(x)) h(2h '(x))

h h '

e e
e lne ln

e 1 e 1

h(2h' x)) lne ln(e 1) h(2h'(x)) 1 ln(e 1)

1
h(2h'(x)) h(1) 2h'(x) 1 h'(x) h'(x) h'(0) x 0

2

       
       

        
 

 

 
Γ.3  x x x

x x x

x

xx u 1

   lim h(x) lim (x ln(e 1) lim lne ln(e 1)

e
lim ln limlnu ln1 0

e 1

  

 

      

 
     

 

 Θέτω  
x

x

e
u

e 1



   ,   

 
 

xx x

x xxx x x x

e 'e e
lim u lim lim lim 1

e 1 ee 1 '




   
   

 
 

  
 Αφού 

x
lim h(x) 0


  ισχύει ότι η ευθεία  y=0 (άξονας x´x)  είναι οριζόντια 

ασύμπτωτη της Ch στο +  
 

 
x x

x x x

h(x) x ln(e 1) ln(e 1)
lim lim lim 1 1

x x x  

   
    

 
 

  
 x

x u 1
lim ln(e 1) limlnu ln1 0
 

     

xu e 1    ,  xx e 0 u 1     
 

   
x

x

x x

ln(e 1) 1
lim lim ln e 1 0 0 0

x x 
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      x x

x x x
lim h(x) x lim x ln e 1 x lim ln e 1 0
  

          

 
Άρα η ευθεία  y=x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Ch στο    

 
 
Γ.4 xφ(x) e (h(x) ln2) ,   x R    συνεχής στο R. 

 

x

x

e 0
x

x x x

x x (e 1) 0ln x
x x x

x x

φ(x) 0 e (h(x) ln2) 0 h(x) ln2 0

x ln(e 1) ln2 0 lne ln(e 1) ln2 0

2e 2e
ln ln1 1    2e e 1 e 1 x 0

e 1 e 1



  

       

         

 
            



 

 Το ζητούμενο εμβαδόν είναι: 

 

  
 

1 1 x x

0 0

(1),(2)1 1 1x x x x

0 0 0 (3)

Ε φ(x) dx e x ln e 1 ln2 dx

x e dx e ln e 1 dx ln2 e dx

1

     

       



 

  

   e 1 ln e 1 2ln2 e 1          2
e 1 ln2 e 1 ln e    τ.μ

e 1
        

 
 

1 1 11 1 1x x x x x x

0 0 00 0 0
(1)     x e dx x(e )'dx xe e dx x e e e e 1 1                      

 

 

1 e 1 e 1 e 1x x e 1
20 2 2 2

e 1e 1

2 2

1
(2)     e ln(e 1)dx lnudu (u)'lnudu [u lnu] u du

u

                                                                              u lnu 1du

                           

  



        

  

   





                                                  (e 1)ln(e 1) 2ln2 (e 1 2)

                                                                              (e 1)ln(e 1) 2ln2 e 1

      
     

 
 
 

1 1x x

00
(3)     ln2 e dx ln2 e (e 1) ln2        

 
 
  

x

x

u e 1

du e dx

x 0 u 2

x 1 u e 1
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ΘΕΜΑ ∆ 
 

 Συνάρτηση   

xe 1
 ,   x 0

f(x) x
   1     ,   x 0

 
 

 

 , Πεδίο ορισμού Αf=R 

 

∆.1 ·   
 

0
xx 0

x o

x 0 x 0 D.L.H. x 0 x 0

e 1 'e 1
lim f(x) lim  lim lime e 1

x x '

 
 
 

   


      

 ·   f(0)=1 
  
 Aφού  

x 0
lim f(x) f(0)


 , ισχύει ότι η f είναι συνεχής στο xo=0 

 

·  Είναι    

 
 

x

x 0 x 0

0
xx 0

2 2x 0 D.L.H x 0

x x

x 0 x 0

e 1
1f(x) f(0) xlim lim

x 0 x

e 1 x 'e 1 x
lim   lim

x x '

e 1 1 e 1 1 1
lim lim 1 R

2x 2 x 2 2

 

 
 
 

 

 

 
 



  
  

 
      

 

 

 Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο xo=0 με 
1

f '(0)
2

  

 

 Για κάθε x R *  είναι 
xe 1

f(x)
x


 , άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο R* 

(άρα και συνεχής στο R*)  με 
x x x x

2 2

(e 1)' x (e 1) (x)' x e e 1
f '(x)

x x

       
   

 
 Θεωρώ τη συνάρτηση  x xK(x) x e e 1  ,   x R      
 Η Κ(x) είναι παραγωγίσιμη στο R (άρα και συνεχής στο R) 
 με  x x x xK '(x) e x e e x e  , x R        
 
 Αφού  xe 0 ,  x R    ισχύουν τα εξής: 

 
K '(x) 0 x 0

K '(x) 0 x 0
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Η Κ(x) είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα 
( ,0]  και γνησίως αύξουσα στο [0, ) , άρα 
η Κ(x) παρουσιάζει ΟΛΙΚΟ ΕΛΑΧΙΣΤΟ TO 
K(0)=0, άρα  K(x) 0  ,   x R    
 

 
K ( ,0)

x 0 K(x) K(0) K(x) 0


     


 

 
K (0, )

x 0 K(x) K(0) K(x) 0


     


 
 
Άρα x R  *  ισχύει Κ(x)>0 
 

Άρα  
2

K(x)
,  x R *

xf '(x)
1

   ,  x 0
2

  
 


     ,   άρα   f '(x) 0   x R    

  
Επομένως f   στο R. 

 
 
∆.2 ∆ίνεται ότι η f είναι κυρτή, άρα f´    στο  R. 
  

 α)   Εξίσωση   
2f '(x)

1
f(u)du 0     (1) 

  Προφανής λύση της εξίσωσης είναι το x=0, αφού 
1

2f '(0) 2 1
2

     

  κι αφού f συνεχής στο R      ισχύει   
2f '(0) 1

1 1
f(u)du f(u)du 0    

 x x oe 1 0 e e x 0       
 

 x 0

ex - 1

x

-

-

+

+

+

+
xe 1

x



 
 

Άρα x R  * είναι  
xe 1

f(x) 0
x


    

κι αφού f(0)=1, ισχύει  f(x)>0, x R   
 

x

K'

K

 0 

- +

OΛ. ΕΛΑΧ.
Κ(0)=0
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 Για  
f ' 1

x 0 f '(x) f '(0) f '(x) 2f '(x) 1
2

      


 

 άρα ορίζεται το διάστημα [2f '(x),1]  όπου 
 u [2f '(x),1]   είναι f(u) συνεχής και f(u)>0 
 

 άρα  
1 2f '(x)

2f '(x) 1
f(u)du 0 f(u)du 0      

 
 άρα η εξίσωση (1) δεν έχει πραγματική ρίζα για x ( ,0)   

 

 Για  
f ' 1

x 0 f '(x) f '(0) f '(x) 2f '(x) 1
2

      


 

 Άρα ορίζεται το διάστημα [1,2f '(x)]   όπου u [1,2f '(x)]   είναι f(u) 
συνεχής και f(u)>0 άρα ισχύει 

 
2f '(x)

1
f(u)du 0  ,  άρα η (1) δεν έχει πραγματική ρίζα στο 

διάστημα (0, )  
  
 Άρα η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση τη x=0 
 
β) Το υλικό σημείο Μ(x(t),y(t)) ξεκινά τη στιγμή t=0 από το σημείο 

Α(xo,f(xo)) της Cf, όπου xo<0 και κινείται πάνω στη γραφική 

παράσταση της καμπύλης y=f(x), ox x  άρα ισχύει y(t) f(x(t))  

κι αφού x(t), f(t), y(t) είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις, είναι 

  
 y '(t) f '(x(t)) x '(t)    , όπου δίνεται ότι  x '(t) 0  ,   t 0    
  

 Αν τη στιγμή to ισχύει ότι o o o o

1
x '(t ) 2y '(t ) y '(t ) x '(t )

2
    τότε έχουμε 

 

ox '( t ) 0

o o o o o o

f '  1 1  αφού f '

o o

o o o

1
y '(t ) f '(x(t )) x '(t ) x '(t ) f '(x(t )) x '(t )

2
1

f '(x(t )) f '(x(t ) f '(0)
2

x(t ) 0  και  τότε  y(t ) f(x(t )) f(0) 1





     

   

   



 

  
 Άρα το ζητούμενο σημείο της Cf είναι το σημείο (x(to) , y(to))=(0,1). 
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∆.3  Συνάρτηση g με πεδίο ορισμού το  0,  και 

  

 

2x
2 2 2

2x 2 2 x

e 1
g(x) (x f(x) 1 e) (x 2) x 1 e (x 2)

x

     (e e) (x 2) (e e) (x 2)

 
             

 

       

  

 
  Η g είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στο  0, , άρα και συνεχής, με 

   

  
x x x

x x x

g'(x) 2 (e e) (x 2) e (x 2) e e

       2 (e e) (x 2) (x e e e)

           
        

 

   
  Θεωρώ τη συνάρτηση x xh(x) x e e e  ,    x (0, )       

  Η h είναι παραγωγίσιμη στο  0, , άρα και συνεχής, με  

  x x x xh'(x) e x e e x e 0  ,  x (0,+ )  άρα  h           
 
  Στο διάστημα [1,2] η h είναι συνεχής και 
   

  
2 2 2

h(1) e e e e 0
h(1) h(2) 0

h(2) 2e e e e e 0

      
 

      
 

 
  Άρα από Θ. Bolzano η εξίσωση h(x)=0 έχει τουλάχιστον μια ρίζα 

ox (1,2) , η οποία είναι η μοναδική ρίζα της h σε όλο το  0, , 

αφού h  

 Για  
h

o o0 x x h(x) h(x ) h(x) 0     


 

 Για  
h

o ox x h(x) h(x ) h(x) 0    


 

 x x x 1e e 0 e e e e x 1         
 x 2 0 x 2     
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x 0

ex - e

x-2

+ +

+

+h(x)

g'(x)

g(x)

1 xo 2

+

+

+

+

T.Ε. Τ.Μ. Τ.Ε.  
 
 Η g είναι: γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,1] 
    γνησίως αύξουσα στο διάστημα [1,xo] 
    γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [xo,2] 
    γνησίως αύξουσα στο διάστημα [2,+ ) 
 
 Άρα η g παρουσιάζει στη θέση x=1 τοπικό ελάχιστο, στη θέση 

x=xo τοπικό μέγιστο και στη θέση x=2  τοπικό ελάχιστο 
 

     
 
 
 
 
ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ 
 
ΜΑΡΚΑΤΟΣ ∆ΙΟΝΥΣΗΣ 
ΜΑΣΤΟΡΑΚΟΣ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗΣ 
  

 
 


